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fi(rysra, k) =Ci(|('1—f2) (kF—k)i) —Ci(](ﬁ—"z)(kk“—k)i)s

fa(ry, s, k) =Si((r1—r2) (kF—k))—Si((H—fz) (k+kr)) .

(Ada,b)

Man kann nach einigen Umformungen das richtige asymptotische Verhalten nachweisen:

lim (F(r) + Li§°— coskyr ) =0.
r—>00 0

(A5)

Zum normalen Skin-Effekt unter Bertiksichtigung
der magnetischen Widerstandsanderung

Von Ruporr KrEIN *

Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig

(Z. Naturforschg. 19 a, 1273—1276 [1964] ; eingegangen am 26. Juni 1964)

The penetration of a magnetic field into an infinite metallic half-space is altered due to the
presence of the magnetoresistance of the medium. MaxweLL’s equations modified by the magnetic
field dependence of the conductivity are solved for the case where the field at the surface is switched
on immediately and is constant afterwards. It is shown that due to magnetoresistance the field runs
into the medium quicker compared to the case of the pure normal skin effect. The induced eddy
current has its maximum value no longer at the surface of the specimen. The results are discussed
in connection with pulse methods for the measurement of magnetoresistance in high fields.

Zur Messung der magnetischen Widerstandsande-
rung in starken Feldern verwendet man Impuls-
methoden !. An der Probenoberfliche liegt ein zeit-
lich veranderliches Feld, das in die Probe eindringt
und dort orts- und zeitabhangig ist. Die Formeln
des reinen Skin-Effekts aus der MaxweLLschen Theo-
rie sind nicht anwendbar, da die spezifische Leit-
fahigkeit o eine Funktion des Magnetfeldes ist, des-
sen genaues Verhalten gerade durch das Vorhanden-
sein der zu messenden magnetischen Widerstands-
anderung gegeniiber dem Fall des reinen Skin-Effekts
modifiziert wird.

Bei der Durchfihrung der Experimente interes-
siert in diesem Zusammenhang die Wirbelstrom-
aufheizung und die Zeit, die das Magnetfeld beno-
tigt, um iiber dem Probenquerschnitt praktisch kon-
stant zu sein. Wir wollen an einem vereinfachten
mathematischen Modell zeigen, daBl gerade auf
Grund der Existenz einer magnetischen Widerstands-
anderung das Magnetfeld schneller in die Probe
eindringt. Ferner wird gezeigt, dal das Maximum
des durch das Magnetfeld induzierten Stromes im-
mer im Innern der Probe liegt.

* Jetzt: Laboratories RCA Ltd., Ziirich, Schweiz.
1 P. Karirza, Proc. Roy. Soc., Lond. A 123, 292 [1929]. —
B. Litai, Helv. Phys. Acta 33, 161 [1960].

Zur Losung dieses Problems ist das gekoppelte
System aus MaxweLLschen Gleichungen und Bovrz-
MANN-Gleichung zu losen:

rotH=i;J; rot F= — 1H, (1)
(o]

of e 1 .
o +fg{F+ 7v><H} grad xf

+vogradef= — ITho ()
Dazu kommt der Ausdruck fiir die Stromdichte
Jz—ig--/vfdk. (3)

4

Da die bei den Experimenten verwendeten Fre-
quenzen sehr klein sind gegeniiber der reziproken
Relaxationszeit der Elektronen (1/7), kann man in
der Bortzmann-Gleichung (2) das Glied 3f/3t ver-
nachlissigen. Ferner spielt die explizite Ortsabhén-
gigkeit der Verteilungsfunktion f nur eine unter-
geordnete Rolle, da sich auf der mittleren freien
Weglinge [ =7 v, die Feldstiarken nicht stark dndern.
Daher ist das Glied v-grad-f als eine kleine Kor-
rektur anzusehen, und man darf mit einem lokalen
Onmschen Gesetz J = 6(H) F rechnen. Die Leitfahig-
keit ist also als eine bekannte Funktion von H an-
zusehen, wie sie etwa auch bei einem ortsunabhan-
gigen Problem vorliegt. Nicht bekannt ist jedoch die
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Abhangigkeit des Magnetfeldes als Funktion vom
Abstand von der Oberflache, und damit die Orts-
abhéngigkeit der Leitfahigkeit.

Aus mathematischen Griinden untersuchen wir
das folgende System: An der Oberfliche des unend-
lichen metallischen Halbraums y >0 wird zur Zeit
t=0 in z-Richtung das Magnetfeld H=H, einge-
schaltet. Fir diese Geometrie folgt aus (1)

Z Amam s -1, @
Sy ¢ Sy c Ot
Betrachten wir zunachst den Fall des ,,reinen* Skin-
Effekts (keine magnetische Widerstandsianderung).
Aus (4) folgt
C*H 4amo, CH -
W B B 7 (5)
mit den Randbedingungen H=H, bei y=0 und
t>0. H=0 bei y= ~ und der Anfangsbedingung
H=0 fir y>0 und t=0. Die bekannte Losung?
dieses Problems ist

H(y,0) =H, {1 _Exf (;c Vadno, 1-’;;)} (6)
mit

z
Erfz=- 27— fexp{—v“’} dv.
T

Den induzierten Strom findet man aus der ersten

Gleichung (4) zu

_05’1_ Vo 70y y2>
]’_413_1/__ 02.7]/texP< e ¢ (7)
Diese Funktion hat fiir alle ¢ ihr Maximum am Rand
y=0.

Im Falle 6 =0(H), wobei H als Funktion von y
noch zu bestimmen ist, findet man aus den Gln. (4)
mit Hilfe der Borrzmannschen Transformation

n=y/(2Vt) (8)
die gewohnliche Differentialgleichung
d( 1 dH)__B:z) dH
dy \o(H) dy N c? / dy °
Diese gewochnliche Differentialgleichung ist unter
den gemachten Voraussetzungen exakt. Die Anwen-
dung der Bovrrzmannschen Transformation (8) auf
die partiellen Dgln. (4) ist nur moglich, wenn sich
auch die Anfangs- und Randbedingungen auf # al-
lein transformieren lassen. Das ist der Grund fir
die Wahl des hier behandelten Modells fir die ex-

perimentelle Situation.

(9)

2 Sjehe z. B. J. Crank, The Mathematics of Diffusion, At the
Clarendon Press, Oxford 1956.

R. KLEIN

Das qualitative Verhalten von H(y) =H(y,t)
laf3t sich an Hand dieser Gleichung diskutieren. Wir
wollen jedoch zunichst fiir 6(H) ein Verhalten an-
nehmen, das der quadratischen Widerstandséanderung
entspricht:

o(H) =1/(0y+ b H?). (10)
wobei 0y =1/0, der Widerstand bei H =0 ist. Dem
entspricht

0=0 _4do _ b p»

99 99 99

Mit H(y) =Hyh(y) folgt dann aus (9)

(10 a)

(0o +bH2R) K +2bH2h 2+ Sc,;j nh' =0,
R(0)=1; h(e)=0. (11)

Aus (7) und (8) folgt, daf} der Strom, der durch
das ortlich und zeitlich veranderliche Magnetfeld her-
vorgerufen wird, zu einer festen Zeit £>0 nach dem
Einschalten der Ableitung der gesuchten Funktion
h(#) in (11) proportional ist:

J_ cHy dh
T 8aytdy
Wir wollen zeigen, dafl im Gegensatz zum Fall des
reinen Skin-Effekts (b =0) der Maximalwert dieses
Stroms stets im Innern (y>0) liegt. Sind ¥y, ¥y,
zwei beliebige Abstinde von der Oberflache mit
Y1>Ys . so ist zu einer beliebigen, aber festen Zeit
t>0 nach (8) auch 75;>7,. In jedem Punkt des
Intervalls 0 << ~ soll das Magnetfeld grofler sein
als in jedem weiter vom Rand entfernten Punkt:
h(#,) <h(n,). Wir nehmen also an, da} das Ma-
gnetfeld monoton vom Rand her abfillt. Daraus
folgt A" (1) <O fiir 0 <y < ~ . Damit der Strom sei-
nen Maximalwert im Innern hat, mul man nach
(12) zeigen, daB h'(#x) in diesem Intervall einen
Extremwert hat, dal} es also ein 7 =1, gibt mit
h""(33,) =0. In einem solchen Punkt 7, folgt aus
Gl (11)

2b Hy? h(io) K2 0n9) + 7 o b (10) =0,

(12)

da der Faktor von A" positiv ist. Fiihrt man die po-
sitiven Konstanten C;=2b Hy?, C,=87/c? ein, so
hat man zu zeigen, daB [es ist A" (77,) =5 0]

Cih(n) K (3g) +C2my=0

erfillbar ist. Wegen h(y) >0, h'(y) <0 ist der
erste Summand negativ, der zweite stets positiv.
Wir betrachten die Funktion

f(x) =Cyh(z) b (z) +Cy 2
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und fragen, ob es Stellen z=1, gibt, bei denen
f(ny) =0. Das ist aber offenbar der Fall, denn bei
x=0 fallt das zweite Glied rechts weg, und es ist
f(x) <O fir kleine z. Bei groflen z ist aber f(z) >0,
denn das zweite Glied wachst unbeschrankt, wahrend
das erste beschrankt negativ bleibt. Damit existiert
mindestens eine Nullstelle der Funktion f(z). Wenn
es deren mehrere gibt, muf} ihre Anzahl immer un-
gerade sein, woraus folgt, dal} das erste Extremum
von &’(7) ein Minimum sein muf}. Endlich viele Ex-
trema waren physikalisch nicht erklarbar, wahrend
unendlich viele aus mathematischen Griinden auszu-

schlieBen sind.

Dieses Ergebnis, nach dem bei Vorhandensein
einer magnetischen Widerstandsanderung das Strom-
maximum stets im Innern liegt, hdngt nicht von der
speziellen Form (10) der Funktion o(H) ab. Als
einzige Voraussetzung ist notig, dall o(H) eine
monoton fallende Funktion ist, da8 also mit zuneh-
mendem Magnetfeld die Leitfahigkeit abnimmt.

Der Grund fiir dieses andersgeartete Verhalten
des Stroms folgt aus dem Zusammentreffen zweier
entgegengesetzter Effekte. Der vom Magnetfeld in-
duzierte Strom ist dort am stirksten, wo die Ande-
rung des Magnetfeldes am stirksten ist, was beim
reinen Skin-Effekt an der Oberfliche stattfindet. An-
dererseits ist die Leitfahigkeit dort am schlechtesten,
wo das Magnetfeld am stérksten ist.

1

Abb. 1. Numerische Losung der Gl. (11) fir b=0 (———)

und 40/0,=2 ( ). Nach unten aufgetragen ist die Ab-

leitung —h’, die nach Gl. (12) mit der Stromdichte zusam-
menhingt.

1275

Die Dgl. (11) fir h(n) wurde fur verschiedene
Werte der in (10) enthaltenen Konstanten gelost
(Abb. 1). Man findet, dal das Magnetfeld H zu
einem festen Zeitpunkt nach dem Einschalten in
einer festen Entfernung vom Rand mit der Starke
der magnetischen Widerstandsanderung b zunimmt.

Wiahlt man etwa 9y=10"* Qcm und nimmt fir
die magnetische Widerstandsanderung 40/0,=2 an,
so kann man fragen, bis zu welchem Abstand von
der Oberflache z. B. 0,01 sec nach dem Einschalten
90% des Randwertes vorhanden sind. Der reine
Skin-Effekt (b=0) liefert 1,9 cm. wihrend man bei
obigem Zahlenbeispiel 3.4 cm abliest. Das Feld ist
also bei Vorhandensein einer magnetischen Wider-
standsidnderung weiter eingedrungen. Wahlt man
einen festen Abstand y, von der Oberfliche und
fragt nach den Zeiten, die notwendig sind, damit
bei y, z. B. 0,9 H,, herrscht, so findet man, daf} diese
Zeiten mit zunehmender Widerstandsdnderung ab-
nehmen. Das Magnetfeld dringt also schneller in die
Probe ein.

Fir den induzierten Wirbelstrom erhélt man mit
Hilfe von (12) Informationen aus A’ (%) : Mit wach-
sender Widerstandsianderung wird der Randwert
J:(0,t) bei festgehaltener Zeit £>0 immer kleiner
und die Maxima liegen an Stellen >0, wobei 7
mit b wachst. Die GroBle der Extrema nimmt jedoch
mit wachsendem b ab. Die Stromverteilung wird
iiber ein groferes Gebiet an der Oberfliche ver-
schmiert. Fiir den Gesamtstrom findet man

10) = [T (y,0) dy = <Ho [ 9 g,
b[ 47:6/

_ _cH
dn o 4n (18}

unabhingig von der magnetischen Widerstandsande-
rung.

Schlieflich kann man noch den Widerstand be-
trachten, den ein in y-Richtung unendlicher Quader
besitzt, der in z- und z-Richtung die Abmessungen
1 cm hat. Dieser Widerstand ergibt sich aus

R12=<0fF,(y,t) Ly, dy),  (14)
wobei (...) eine zeitliche Mitteilung bedeutet tiber
eine Zeitdauer, die in der Groenordnung der MeS§-
dauer fiir den Widerstand liegt. Aus den MaxweLL-

schen Gleichungen findet man fiir das innere Integral
in (14)

fooFIJIdy -2 §t{/°°[h<y, 0~ 1R, 0]dy .
0 0 (15)
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Fiihrt man die zeitliche Mitteilung iiber 0 <t < 7
aus, so wird

RE=! jdt {/wF,],dy}
0

0
oo

= [ th —tk 01 dy. (16)
0

Bezeichnet man mit A, das reduzierte Magnetfeld
beim reinen Skin-Effekt, so war A(y,7) >h,(y, 7).
Dann gilt fiir den Integranden in (16)

hr"‘}hr2<h'_%h2'
Da ferner h(y,t) — 3 h%(y,7) >0 fir O<y< ~,

wichst der Widerstand mit zunehmendem b. Setzt
man eine der numerisch bestimmten Losungen A(y, 7)

H. SCHONWALD

in (16) ein, so ist damit die Maoglichkeit gegeben,
numerisch R zu errechnen.

Die hier erhaltenen Ergebnisse wurden mit Hilfe
eines vereinfachten Modells gewonnen: Annahme
des unendlichen Halbraums und sprunghaftes Ein-
schalten des Magnetfeldes. Die bei den Experimen-
ten vorliegende endliche Anstiegszeit des Magnet-
feldes wird zwar die angegebenen numerischen Er-
gebnisse dndern, die vorhandene magnetische Wider-
standsdnderung modifiziert jedoch in jedem Falle
den Skin-Effekt dahingehend. daf} das Magnetfeld
schneller in die Probe eindringt als es die MaxwELL-
sche Theorie vorhersagt.

Den Herren Professoren M. Konrer und G. Lavurz
danke ich fiir wertvolle Diskussionen und der Deutschen
Forschungsgemeinschaft fiir finanzielle Unterstiitzung.

Die Beweglichkeit der langsamen und schnellen Locher
in Indiumantimonid*®

Von H. ScuonwaLp

Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG, Erlangen
(Z. Naturforschg. 19 a, 1276—1296 [1964] ; eingegangen am 28. Februar 1964)

Die vorliegende Arbeit berichtet iiber Messungen von Leitfihigkeit und Havi-Koeffizient als
Funktion der magnetischen Induktion B an verschieden dotierten InSb-Einkristallen bei hohen und
tiefen Temperaturen. Aus der Widerstandsinderung im Magnetfeld von eigenleitendem Material
kann die Beweglichkeit der Locher fiir einen weiten Temperaturbereich berechnet werden. Das
Anwachsen der Beweglichkeit mit zunehmender Temperatur oberhalb von 150 °C zeigt, dal das
bisherigen Rechnungen zugrunde gelegte Zweibandmodell fiir eigenleitendes InSb in diesem Tem-
peraturbereich nicht verwendet werden kann. Deshalb wird untersucht, wie sich Harr-Koeffizient
und Widerstandsianderung verhalten, wenn das Valenzband durch zwei Teilbdnder mit verschiedenen
Beweglichkeiten ersetzt wird.

Die gemessenen Werte konnen zwanglos durch gerechnete Kurven angeglichen werden, wenn
zwischen 22 °C und 492 °C fiir die Beweglichkeit der schnellen Licher Werte zwischen 3 -10* cm?/Vsec
und 9,5-10% cm?/Vsec und fiir das Konzentrationsverhiltnis der schnellen und langsamen Locher
Werte zwischen 90 und 33 angenommen werden.

Bei der Temperatur 77 °K werden elektrische Leitfihigkeit und Havri-Koeffizient von p-dotiertem
InSb als Funktion der magnetischen Induktion und von einseitigem Druck und Zug untersucht.
Unter dem EinfluB von Druck wird die elektrische Leitfahigkeit grifler, die Widerstandsinderung
im Magnetfeld kleiner, wihrend der Havi-Koeffizient unverdandert bleibt. Unter dem Einflu von
Zug sind die Effekte entgegengesetzt.

Ebenso wie bei hohen Temperaturen konnen die MeBpunkte durch gerechnete Kurven wieder-
gegeben werden, wenn fiir die Havi-Koeffizienten und Leitfihigkeiten der Teilbdnder geeignete
Werte angenommen werden. Diese Werte zeigen, daf} durch einseitigen Druck oder Zug die Teil-
biander gegeneinander verschoben werden und dall die Beweglichkeit der langsamen Locher durch
Druck groBer und durch Zug kleiner wird.

Der am meisten untersuchte Verbindungshalb-
leiter der A'BV-Klasse ist Indiumantimonid. Die
Verbindung zeichnet sich durch eine grofle Elektro-
nenbeweglichkeit und die daraus folgenden ausge-
pragten galvanomagnetischen Eigenschaften aus.

* Dissertation, Universitat Miinchen 1964.

Uber Messungen von Leitfihigkeit und Harr-
Koeffizienten bei verschiedenen Temperaturen wurde
zuerst im Jahre 1953 von Weiss ! berichtet. Seit die-
ser Zeit ist eine Anzahl von Arbeiten zu diesem
Thema erschienen. Es sei hier nur auf Berichte von

1 H. Weiss, Z. Naturforschg. 8 a, 463 [1953].



